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Minimalizace




| UVOd | il

e Optimalizace Cislicovych obvod{ podle rliznych kritérii
e Typicky minimalizace kriterialni funkce
e Kritéria minimalizace
» Velikost obvodu (pocet hradel, plocha na Cipu)
e Zpozdeni obvodu (rychlost, vykonnost)
e Pocet proménnych (pocet vodicd)
e Prikon, atd.
e Model (reprezentace) logické funkce
e \lyraz, tabulka, graf, mapa, Vennlv diagram
e Metody

o Algebraickeé, mapové, Quine-McCluskey + Petrickova funkce,
Espresso, ...
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| Reprezentace log. funkce a minimalizace |

e Priklad
e Funkce F(x,y,2) je s x 'y z FXxvyz)
definovana O 0O O O 0
pravdivostni 1 0 o0 1 1
tabulkou 2 0 1 o 0
3 0 1 1 1
4 1 0 O 0
5 1 0 1 0
6 1 1 O 1
7 1 1 1 0
e Minimalizace funkce _ _ _
algebraicky F(x,y,z)Tx'y'zTx 'y ztTx"y'z

—x'z(yty)txy 'z

:x.Z+x.y.Z
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| Reprezentace log. funkce a minimalizace | 1

e Vennlv diagram e Jednotkova krychle

e Zvyrazneény jsou stavy, ve kterych jsou pravdivostni
hodnoty funkce F(x,y,z) rovny log. 1 (tedy stavy 1, 3 a 6)
e Stavy 1-3 se liSi v jedné promeénné
e |ze tedy eliminovat proménnou, jejiz vaha je rovna rozdilu
hodnot prislusnych stavl
e 3 -1 =2, coz odpovida vaze proménné, kterou mlizeme
eliminovat (proménna y)
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| Logicka mapa |

Reprezentace log. funkce maticove

Marquandova (Svobodova) mapa

 Pri otoCeni prirazeni proménnych o 180° kolem stfedu mapy ziskame
prirazeni inverzni

Karnaughova mapa

e Sousednim polickéim jsou prifazeny sousedné kombinace vstupnich
stavl (liSi se v jedné proménné)

e Pozn.: mapy mohou byt rlizné pootoceny

e Priklady
Z
z o —F Y00 "0l 11 10
y o 1 B P2
0 0
0
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| Karnaughovy mapy | i

e Plati e Priklad

e V bunkach pod pruhem ma dana e Mapa pro 4
promenna hodnotu log. 1 promenneé

e V bunkach mimo pruh ma dana
promeénna hodnotu log. 0 i z

e Existuje fada moznych nakresti K wx' ;90 01 A1 10
mapy (umisténi proménnych...) 00

e Bunky si téz mlizeme oznacit 2 B 7 16
binarnim kodem odpovidajicim 01
jednotlivym kombinacim 12 113 115 |14 X
vstupnich proménnych 11

o Dllezité je dodrzet pravidlo, ze " 1 08 O |11 110
se sousedni bunky lisi v jedné
promenné y
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| Priklad minimalizace |

e Funkce F(x,y,z)

z  F(qy,2) Y400 T01 11 10
0 0o 11 1B P

s X Y

0 0 0 O

1 0 0 1 1

2 0 1 0 0 — 51—

3 0 1 1 1 X

4 1 0 o0 0 "0 /00 @

5 1 0 1 0 y

6 1 1 0 1 _ _
7 1 1 1 0 F(x,y,z)=x ztx y 'z

e Postup minimalizace

e Hledame sousedni bunky, ve kterych nabyva funkce hodnotu
log. 1
e Sdruzenim téchto bunék eliminujeme promennou, jejiz
hodnota se v téchto burikach méni — y
e Dvoijice 1-3 lezi pod pruhem promeénne za mimo pruh x (=
komplement x) — kombinace odpovidajici stavovému indexu 6
zUstava nezménéna
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| Priklad minimalizace vice proménnych — 1/3 | i

e Sdruzime-li bunky 0-4 a 2-6
e Eliminujeme promeénnou x

s X Yy z Fxvz) y-z V4

O 0 O O 1 X 000 1 01 311 210
1 0 0 1 0 N ]
2 0 1 o0 1 0 A 0 0 1
3 0 1 1 0 4 5 7 6

4 1 0 0 1 x[1| |1 O 0|1
5 1 0 1 0 — —
6 1 1 0 1 y

7 1 1 1 0
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| Priklad minimalizace vice proménnych — 2/3 | i

e Sdruzime-li bunky 0-2 a 4-6
e Eliminujeme proménnou y

Fooyz) - Y900 01 11 10
1 0o 1 B P

N U1 A WIN = OO
= = = =0 0 O 0O X
= = O O = = O 0O X<
= O = O = O = O N
O = O O = O
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| Priklad minimalizace vice proménnych — 3/3 | i

e Sdruzime-li bunky 0-2-4-6
e Eliminujeme proménné xa y

F(x,y,z)

NOoOU A WNERROW®
= = = =0 O O O X
= = O O = = O O X<
= O = O = O O N
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| Minimalizace konjunktni formy |

e Karnaughova mapa

e Tvori se obdobné jako v pripadé disjunktni formy s tim
rozdilem, ze se v mapé se sdruzuji log. 0 a ne log. 1

e Proménné se neguji a vysledek se zapisuje v konjunktni formé

F(x,y,z) = &(1,3,5,7)

¥ 200 6T T 10
N 1"’0* 0\2’
A 50 70 6
N Y
y

e Priklad
e F(x,y,2) = not(z)
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| NedpIné definované funkce | i

e Karnaughova mapa

S W X Yy Z F

- z 0 0 0 0 O 0
W-X 000 101 311 210 1 0 0 0 1 0
p N 2 0 0 1 O 1

00 0 0 1 1 3 0 0 1 1 1
] 5 i 6 4 0 1 0 O 1
014Tj 0O X! 1 5 0 1 0 1 0O
i X 6 O 1 1 0 1

12__13 |15 (1< 7 0 1 1 1  x

"M (X | 1 O 0 8 1 0 0 0 1
w 9 1 0 0 1 1
1081 g" 110 100 10 1 O0 1 O 0
—_— 11 1 0 1 1 0

% 12 1 1 0 O X

- . _ /13 1 1 0 1 1
Fw,x,y,z)=w'ytTw ytw'x'z 14 1 1 1 0 0
15 1 1 1 1 0
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| Nedplné definované funkce

e UNKF

= &(0,1,5,10,11,15)" X (7,12,14)

W-X
00

01

11

10

S W X Yy z F
0 0 0O 0 O 0
= A *
F(w,x,y,2) (0.L,5,10,I1,15) " X (7,12,14) 1 o o o 1 0
2 0 0 1 0 1
3 0 0 1 1 1
=Ipr(0,1,5,10,11,15) - X (7,12,14) 4 0 1 0 O 1
Z o T 10 c o1 1o 3
000 1 3 5 6 0 1 1 o0 1
™~ T A
1 7 0 1 1 1 X
OL_OJ - 61 8 i1 0 0 O 1
4 5 9 i 0 0 1 1
1 @_)(] 1 X 10 1 0 1 0 0
X 1 O 12 1 1 0 0 X
5 5 1 10 13 1 1 0 1 1
1 1 0 OJ 14 1 1 i1 O X
T 15 1 1 1 1 0
y

Navrh Cislicovych systémd (INC): Minimalizace




| Logickeé mapy: Karnaughova vs. Svobodova |

e Karnaughova mapa e Marquandova (Svobodova)
e Indexy policek jsou Mapd
usporadany tak, aby se lisily e Indexy poli¢ek jsou v pfimém
v jednom bitu — prislusnée kddu — sousedné proménné
promenné jsou pak sousedné se hledaji obtizné&ji nez u
a lIze je eliminovat Karnaughovy mapy
7 z z
y'z y'z
wxN\_ 00 01 11 10 wx\_00 01 10 11
00 |0 1 3 2 00 | O 1 2 |3
0Ol 0l 0| 1 0O/ 01 |0
01| 4 5 7 6 01| 4 5 6 7 X
110|110 X 100 |1
11122 [13 |15 |14 10 | 8 9 1011
W 0|10 |1 w 1/0 0|1
10 | 8 9 11 10 11 | 12 13 14 15 X
110|110 o(1|1 |0
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| Terminologie | i

e Uplny implikant — term UNDF,
ktery obsahuje vsechny ‘&

v s N 00 01 11 10
promenne

00 [o0———13

e Pokraceny (astecné zkraceny) 00071

implikant, ktery ma nékteré 01 41 50 70 61
sousedné promenné e T X

eliminované " \j\ﬁl_ 1] 1| o

e Zkraceny implikant — ma ol [ [ [w

viechny sousedni proménné ~_— (-1 0 | 1

eliminované€; po odstranéni
jakékoliv dalSi proménné
prestava byt implikantem odvod
sestaveny ze zkracenych
implikant@ nema hazardy (vice
viz dale)

e Tvrzeni plati dualné
 Kdyz zamenime
implikant pro UNDF za
implicent pro UNKF
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| Terminologie | 1

e Mnozina minimalnich implikant@

obsahuje zkracené implikanty X 00 01 11110

e Minimalni reseni funkce — jedna olo [1 |3
nebo vice podmnozin mnoZziny 0/]0/0 B
minimalnich implikantt; mdze A |

existovat vice ekvivalentnich
reSeni z nichz volime dle dalSich
kritérii (viz napr. obvody s vice
vystupy probirané dale)

e Nesporny implikant — implikant,
ktery bude vzdy soucasti
minimalniho reseni

 Volitelny implikant — zkraceny
implikant, ktery mize, ale nemusi
byt soucasti min. reseni, pokud
Ize pouzit jiny zkraceny implikant

RN
HCJc
=94 o
7] = = N
-3 o
<

\ s
\>
N\
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| Hodnoceni kvality minimalizace - metriky | i

e Kvalitu minimalizace log. vyrazl Ize hodnotit dle rliznych
hledisek, napr.:
e Pocet log. clent (AND, OR, NOT)
e V primyslu se pouziva nejcastéji pocet log. clend NAND se
dvéma vstupy
e Prevod pomoci DeMorganovych pravidel

e POvodni pouZiti pro tzv. hradlova pole obsahujici pouze cleny
NAND

e Lze srovnavat rlizné technologie
e Pocet spojt (vodicl) mezi log. obvody
e Kazdy vodi¢ ma jisté fyzické rozméry (méné spojli = méné
plochy)
o Zpozdéni
e Kazdy log. clen a vodi¢ ma zpozdéni
e Prikon, atd.
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| Metriky pouzivané v kurzu INC | 1

e V tomto kurzu budeme pouzivat
e P — pocet log. ¢lend (jednoduché, ne Uplné objektivni)
e S — pocet spojl mezi log. ¢leny véetné vstupl a vystupd

e Staci stanovit pocet vSech vstupl jednotlivych log. ¢lend a pficist
celkovy pocet vystupt obvodu

e T — zpozdéni obvodu
e Soucet zpozdéni [td] jednotlivych log. ¢lend
e Uvazujeme nejdelsi cestu v obvodu

o PHiklad  x o TN
eP=6 - I —
e S5=11 B LH‘M
o T = 3td y >Qi \J \?' \\ F(X,y,Z)
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| Minimalizace obvodU s vice vystupy | i

e Popis

e Minimalni pokryti vrcholl vice funkci
soucasne WZ00 To1 11 10

e Vede na log. ¢leny sdilené vice funkcemi [0 1 3= |2

e Sdilené log. cleny nemusi predstavovat
minimalni mozné resSeni

e V rozsahlych obvodech mize vyrazné
redukovat pocet log. len( y

e Vzhledem k potencialné znacnému
mnozstvi reSeni (NP-uplny problém), je 0 1 3 2
tfeba Casto pouZit heuristickych metod 0/ [ | 1 || 1 ] 0

e PFiklad nalezeni min. Fedeni nezavislych i 5 7 6
funkai: X‘1 O/l O] 0|0
e F(x,y,2)=2m(3,6,7) a G(x,y,z)=2m(0,1,3) y

e Celkem 8 log. clenl
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| Minimalizace obvodU s vice vystupy | i

e Priklad nalezeni min. reseni dvou funkci se sdilenymi log.

Cleny:
¢ F(XIYIZ)=zm(3I617) ) 4 <
* G(x,y,2)=2m(0,1,3) R e
o USetrili jsme jeden log. Clen °°0 O E} 0
4 S 7 6
0 11 1]

X—® o ? 0

y—eo O ) F Y-z Z /

_D‘%+—L quo 01 11 10
L G 1l

_%>c X

Navrh Cislicovych systémd (INC): Minimalizace I 20



| Minimalizacni metody | i

o Algebraicke

e Postupnou aplikaci axiomU a teorémU Booleovy algebry
o Grafické

 Jednotkova krychle

e Vennlv diagram

e Mapy (Svobodova, Karnaughova)
e Algoritmické

¢ Quine-McCluskey

e Espresso

o Atd.
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| Quine — McCluskey | i

e Tabularni metoda

e Vhodna i pro funkce vice nez 5-6 proménnych, kde Karnaughovy
mapy selhavaji, a pro minimalizace obvodU s vice vystupy

e Postup pro UNDF (SOP)
e Krok 1
e Serad’ do radkl tabulky jednotlivé implikanty v poradi dle poctu
jednicek jejich binarnich vah - skupiny sousednych implikantd
e Krok 2
e SepiS do skupin vSechny sousedné implikanty mezi jednotlivymi
skupinami v tabulce — eliminovanou proménnou oznac¢ pomickou

e Opakuj krok 2 pro skupiny vytvorené v kroku 2 tam, kde existuje
dalSi sousednost

e Pokud néktery implikant nema dalSi sousedné termy, rikame mu
zkraceny implikant

e Hledej minimalniho reseni pokryti dané funkce (napr. pomoci mrizky
implikant{)
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| Quine — McCluskey | i

e Priklad funkce F(w,x,y,z)=1(2,4,6,8,9,10,12,13,15)

e Krok 1
Implikant | w.x.y.z | Skupina
jednicek
2 0010
4 0100 Skupina 1
8 1000
6 0110
9 1001
10 1010 Skupina 2
12 1100
13 1101 Skupina 3
15 1111 Skupina 4
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| Quine — McCluskey | i

e Krok 1 Zkracené implikanty | w.x.y.z | Pokryti
2 0010 v
4 0100 v
8 100 v
6 0110 v
9 1001 v
10 1010 v
12 1100 v
13 1101 v
15 1111 v

e Do radki tabulky zapisujme jednotlivé implikanty v poradi dle jejich
vah a poctu jednicek jejich binarnich vah

e Timto dostavame skupiny sousednych implikantt

e Oznacujeme implikanty pokryté zkracenymi implikanty, viz krok 2
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| Quine — McCluskey | i

e Krok 2 Zkracené implikanty | w.x.y.z | Pokryti
2,6 0-10 P12
2,10 -010 P13
4,6 01-0 Pl4
4,12 -100 P15
8,9 100- v
8,10 10-0 P16
8,12 1-00 v
9,13 1-01 v
12,13 110- v
13,15 11-1 P17

e Hledame a sepisujeme do skupin vSechny sousedné implikanty
e V tabulce oznacime eliminovanou proménnou pomlckou
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| Quine — McCluskey | i

e Krok 2 — druha iterace

Zkracené implikanty | w.x.y.z | Pokryti
8,9,12,13 1-0- Pl1

e Opakujeme krok 2 pro skupiny vytvorené v predchozi iteraci kroku 2
tam, kde existuje dalSi sousednost

e Pokud néktery implikant nema dalsi sousedné termy, rikame mu
zkraceny implikant a oznacujeme ho PI

e Implikanty, které jsou pokryty jinymi, oznacujeme v/

e Koncime v okamziku, kdy jsou vSechnu implikanty pokryty alespon
jednou

e Vysledek
e Mame celkem 7 zkracenych implikantl PI11=(8,9,12,13), PI2=(2,6),
PI3=(2,10), PI4=(4,6), PI5=(4,12), PI6=(8,10), a PI7=(13,15)

o Cislem je oznacen vrchol funkce, ktery je danym zkrdcenym
implikantem pokryt
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| Mfizka implikantG | i

e Grafické znazornéni pokryti vrcholt funkce

e Zkracené implikanty PI1=(8,9,12,13), PI2=(2,6), PI3=(2,10),
PI4=(4,6), PI5=(4,12), P16=(8,10), a PI7=(13,15)

e Hleddame nejmensi pocet zkracenych implikantt pokryvajicich
vsechny vrcholy

e Mdlze existovat vice reseni
2 4 6 8 9 |10 | 12 | 13 | 15

Pll X X X X
PI2| x X
PI3| X X
Pl4 X X
PI5 X X
Pl6 X X
Pl7 X X
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| Mfizka implikantG | i

e Nejprve musime zahrnout nesporné implikanty

e Vrchol 15 je pokryt pouze zkracenym implikantem PI7 (plny
krouzek), podobné vrchol 9 je pokryt PI1

e Zkracenym implikantem PI1 jsou téz pokryty vrcholy 8, 12 a 13,
zkracenym implikantem PI7 je téz pokryt vrchol 13

e Zbyvaji vrcholy 2,4,6 a 10, které Ize pokryt rliznym zplsobem
2 14|16 |89 10]12 |13 ]| 15
PIL ®® |[®®
PlI2| x X
PI3| X X
Pl4 X | X
PI5 X X
Pl6 X X

Pl7/ X @
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| Mfizka implikantG | i

e Daéle hledame nejmensi pokryti zbyvajicich vrcholl 2, 4, 6, a 10

e Zkraceny implikant PI5 nepredstavuje dobrou volbu, nebot’ mu
zbyva pokryt pouze vrchol 4

e Podobneg, kracenému implikantu PI6 zbyva pokryt pouze vrchol 10

2 146 |89 1012|1315

PI1 ® | ® ® | ®

Pl2 | X X

PI3| X X

Pl4 X X

Pl5 X X
Pl6 X X

P17 x | ®
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| Mfizka implikantG

e Nejlepsi reseni

Predstavuji PI3 a PI4

vrcholy uplné

| i

F(w,x,y,z)=PI1t PI3*PI4+ Pl7

Vyzaduje nejmensi pocet = (1=0-)+(—010)+ (01 —0)* (11 — 1)
implikantd

PI3 a P14 pokryvaji zbylé =w 'y tx "y z Tw'x 'z tw xz

2

4

6

38

9

10

12

13

15

Pl1

)

®

X

®

P12

X

P13

®

Pl4

P15

P16

P17
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| Petrickova funkce: Nalezeni minimalniho pokryti | i

Vhodnym postupem najdi vSechny zkracené implikanty — napr.
pomoci Karnaughovy mapy Ci Quine — McCluskey
Napr. pomoci mrizky implikantl nalezni vSsechny nesporné
implikanty
Pro zbyvaijici zkracené implikantl napis normalni konjunktni
formou logicky vyraz, reprezentujici vsechna mozna pokryti
nasledovne:

e Pro kazdy nepokryty implikant zapis vyraz — sumu zkracenych

implikantl, které jej pokryvaji

 Vysledné sumy zapis jako soucin — vznikne konjunktni forma
Vznikly zapis v konjunktni formé

e PrepiS na disjunktni zapis prostym roznasobenim

e Zjednodus pomoci teorémU Booleovy algebry

e Kazdy vznikly term predstavuje jedno mozné pokryti

=\ 7/

e Cenou rozumime pocet zkracenych implikantt a pocet proménnych
v kazdem zkraceném implikantu
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| Petrickova funkce | o

e Funkce umoznuje nalezeni optimalniho reseni, ale jeji slozitost
nartsta s poctem zkracenych implikantd

e Priklad

o Zkracené implikanty PI1=(8,9,12,13), P12=(2,6), PI3=(2,10),

PI4=(4,6), PI5=(4,12), P16=(8,10), a P17=(13,15)

e Nalezneme nesporné implikanty — PI11=(8,9,12,13) a PI7=(13,15)
2 4 6 8 9 10| 12 | 13 | 15
PI1 ©O| ® ©O | ®
Pl2| X X
PI3 | X X
Pl4 X X
PI5 X X

Pl6 X X

P17 % | ®
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| Petrickova funkce | o

e Priklad 2 | 4| 6 |10

e Mrizku pfepiSeme bez nespornych P|2
implikantd

* Pro kazdy nepokryty implikant PI3| X X
zapiseme sumu zkracenych Pl4 x | x
implikantd, které jej pokryvaiji a
vysledné sumy zapiSeme jako PI5
soucin — vznikne konjunktni forma PI6 X

C=(PI2+PI3) (Pl 4+PI5) (Pl2+Pl4) (Pl3+PI6)
e Prepiseme na disjunktni formu a
zjednodusSime
C=PI2'PI3-PISTPI3PI4TPI2PI4-PI6+PI2 PI5 PIG6
(nejméné implikant{)
Cmn =PI3"Pl4
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