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Logické obvody




| Booleova algebra [G. Boole, 1854] | i

1. Distributivni komplementarni svaz
e Obsahuje alespon dva prvky
2. Sestice (B, +, *,", 0, 1)

e ,B” neprazdna mnozina s alespon dvéma rlznymi prvky
e +” logicky soucet (binarni operace )

e " logicky soucin (binarni operace)

e )" komplement (unarni operace)

e 0" nejmensi (nulovy) prvek (infimum)

e ,1” nejvétsi (jednickovy) prvek (supremum)

e Definuje mnozinu prvkd, mnozinu operator{l, axiomy (postulaty) a
teorémy (véty)

e Dvouhodnotova Booleova algebra
e Axiomy a teorémy Booleovy algebry (1854) jsou definovany obecné

e My se omezime na dvouhodnotovou Booleovu algebru, ve které
logické proménné a vysledky logickych funkci mohou nabyvat pouze
hodnot 0 a 1 (0#1
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| Logické operace | &

e Zakladni
 Logicky soucet (disjunkce, spojeni, sjednoceni, OR): Xvy, X+VY
e Logicky soucin (konjunkce, prisek, prtnik, AND): XAY, X-VY
e Negace (inverze, dopin&k, komplement, NOT): x' X — X, ~ X
e Shefferova funkce (negace log. soucinu, NAND): x Ty, x-y
e Pierceova funkce (negace log. souctu, NOR): x| Y, X+
o Exkluzivni log. souCet: X@y, X=Vy, X-y+X-Vy
e Pro 2 proménneé téz nonekvivalence (soucet modulo 2)
e Ekvivalence (totoznost, rovnost, XNOR):X <y, X=, )_(S/+ X-Yy
o Implikace: x=vy, X—Yy, X+Yy
e Inhibice (negace implikace) X=Y, XAHY, x-§/
o Kontradikce: vysledkem je konstanta 0 (nezavisle na vstupech)
e Tautologie: vysledek je konstanta 1 (nezavisle na vstupech)

e Logické operace jsou realizovany logickymi Cleny
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| Princip duality |

e Pokud plati néjaké tvrzeni, tak plati i dualni tvrzeni, které
vznikne vzajemnou zaménou operaci ,+”a ,""a prvkli 0 a 1

v 0—-1 150 "+'-5" "'+
e Priklad:

a+(b-c)=(a+b)-(a+c)—>a-(b+c)=a-b+a-c
e Poznamka

e Pokud plati jisté tvrzeni, neni treba dokazovat tvrzeni dualniho
tvrzeni

Navrh dislicovych systémd (INC): Logické obvody I 4



| Pfehled axidmd [E. V. Huntington, 1904] a,b,c < Bl 1

e Uzavrenost (vysledky log. operaci patri do mnoziny B)
(a+b)eB (Ia) (a-b)e B (Ib)
e Neutralita prvkll 0 a 1 (identita)
a+0=a (II a) a-1=a (II b)
e Zakony komutativni (komutativita)
a+b=b+a (Il a) a-b=b-a (llb)
o Zakony distributivni (distributivita)
(IV a) (IV b)
a+b-c=(a+b)-(a+c) a-(b+c)=a-b+a-c
e Existence komplementu (komplementarnost)
a-a=0 (va) at+a=1 (V b)
e V mnoziné B existuji alespon dva rlizné prvky (VI)
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| Teorémy (véty) Booleovy algebry | i

e Teorémy e Pouzitim Uplné indukce
e Jsou odvozeny na zakladé e Postupné vycislujeme
axiom{ Booleovy algebry hodnoty vyrazli pro vSechny
a definuji dalSi uzitecné mozné kombinace hodnot
vlastnosti vstupnich proménnych;
e Dikazy Ize provést pokud se vzdy dosahne

spravneho vysledu, je

* Systematickou aplikaci dokazano, ze dany vyraz plati

axiomd a jiz drive

dokazanych teorém( a|b|c|(b+c)|ab|ac)a(btc) | ab+ac
e Pomoci Vennovych 0jo0j6j 0 jojo]| o 0

diagram{, atd. 0j0j1} 1 JoOojoO 0 0
ur of1(o0] 1 | 0] O 0 0

e Priklad

DOk d- t.b t. ,h 0 1 1 1 0 O o 0
» Dikazu distributivniho ool o To o ; -

zakona pomoci uplne

- 1{o|1| 1 | 0|1 1 1

indukce T T 1 1
a-(b+c)=a-b+a-c

1|11 1 1|1 1 1
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| Pfehled teorémd [E. V. Huntington, 1904] L

JedineCnost 0 a 1
e Prvek 0je v axiomu @+ 0 =a (11 a) jedine¢ny (VII a)
e Prvek 1jevaxiomu a-l=a (Il b)jedineény (VII b)

Idempotence
a-+a=a (VIIa) a-a=a (VIII b)
Agresivita1a 0
a+1=1 IXa) a-0=0 (IX b)
Absorpce

a+a-b=a (xay qg-(a+b)=a (Xb)
Existence jediného komplementu: a’ je plné urcen a (XI)
DeMorganovy zakony
(a+b)'=a"-b" xua) (a-b)'=a+b" b
Zakony asociativni (asociativita)

(a+b)+c a+(b+C) xma) (@-b)-c=a-(b-c) xurb
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| Logické proménné, funkce a vyrazy |

e Logické promenné X, X,,...,X,
e Nabyvaji hodnot 0 a 1 (logické konstanty)
e Budeme znacit pismeny: A, B, C,..., a, b, ¢, ..., X{, X,,...
e Poznamka: pro jednodussi zapis budeme logicky soucin znacit jak
symboly ,X-Y”, tak ,XY” — pozor na zaménu s proménnou ,XY”
e Logicka funkce f(x;, X,,...,X,) je zobrazeni f :{0,1}" —{0,1}

e Hodnota log. funkce je bud’ 1, nebo 0, v zavislosti na hodnotach (0,
1) jednotlivych proménnych x,, x,,...,X,

e Pro npromennych (kazda ma 2 mozné hodnoty) mame 2" moznosti,
jak jim priradit hodnoty

e Existuje celkem 2° rlznych log. funkci 7 proménnych
e Logicky vyraz (fetézec symbol()
e Obsahuje log. konstanty, log. proménné a log. operatory

e Log. vyrazy lze upravovat a zjednoduSovat s vyuzitim Booleovy
algebry — cilem je splnéni danych kritérii (cena, rychlost, prikon atd.)
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| Reprezentace log. funkci: Pravdivostni tabulka |

e Normalni baze — (x,y,z)

v s . vev , stavovy vstupni pravdivostni
° Promennym JSOU prirazeny vahy index stav hodnoty
mocnin baze 2 s a2 1 F(x,y,2)
e Log. funkce — F(x,y,z)
X y z

e Vstupni stav — kombinace vstupnich
IOg. proménn)'lch (VStUpﬂ) 0 O 0 O 0
e Stavovy index — s ... desitkové Cislo

udavajici hodnotu log. stavu 1 ¢ 0 1 1
e Neurceny stav — X (anglicky don't 2 0 1 0 0
care)

e Stav, kdy neni treba urcit, zda pri 3 0111 1
daném vstupnim stavu ma 4 1i o o 0
pravdivostni hodnota funkce
F(x,y,z) hodnotu 0, nebo 1 5 1 0 1 X

e Log. funkce urcena — pro vSechny ; TR .

mozné vstupni stavy existuje
jednoznacné urceni pravdivostnich 4 1 1 1 X
hodnot log. funkce F(x,y,z)
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| Reprezentace log. funkci: Jednotkova krychle | o

SR D) )
e Neorientovany graf ‘.~ ,f /xp_@lf N
e Reprezentace log. SN TN B ﬁ{
v ’ yz | L oyz | \x-}rz f XYZ
funkce N promennych ‘&i_ i/ o/ N
e S vice nez Ctyrmi TN ~
rozmery se Spatne }%ﬁfj (TS%“’ 5
pracuje | ¥ N / -
7O LN A /6%
Y { vz | { yz | xyz | | X¥Z
Uzly \ o/ o/ Niby/ 1o/

e Reprezentuji hodnoty ,
vstupniho stavu * Vyznam
e Polet uzlfl je 2N e Proménnou, ve které se lisi

uzly krychle, Ize eliminovat

e Hrany ) I
e Spojuji uzly, které se lig  ® Napr.: pro dvourozmernou
pouze Vv jedné krychllla stavy 3 (anarne 11) a
promenné (sousednost) 2 (binarne 10) plati
VZ+yz=Y
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| Reprezentace log. funkci: Vennovy diagramy | &

e Prvky mnozin jsou

znazornény jako a

uzaviené plochy 1 0 @ Q
e Log. soucet =

sjednoceni prislusnych

ploch
e Log. soucin = prinik eeg + eeg = eeg
prislusnych ploch v
e Priklad: a (b-c) a+(b-c)
e Reprezentace

dsribatvnino 28kona | @ B0) || @60 ) || @B

Vennovych diagramd{ o

o

Navrh Cislicovych systém{ (INC): Logické obvody I 11



| VSechny logické funkce 2 proménnych | &

e Log. vyrazy v disjunktni formé a pravdivostni tabulka

fO:() f8=(X1-X2)

f,=(X-X,) fg = (X - X, +X - X,)

f, =(x-X,) fio = (X - X5 + % X;)

fo=(X X, +XX,) i =(X X, +X X, +X+X,)
f,=(X-%) fo = (XX + %+ %)

fs =(X - X, + X+ X,) fio=(X X, +X- X, + X, X,)
f6=(X1-)_(2+)_(1-X2) 1;14:()(1')_(2"‘)_(1')(2'|'X1'X2)

=X X+ X X+ X0 %) fo=(X X, +X X, +X - X, + %X - X,) =1
X, | Xy | fo | fy | Fo | 3 | Fy | Fs | fg | F, | g | Fo | Fio | Foa | Fin | Fi3 | Fia | Fis
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
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| VSechny logické funkce 2 proménnych

I fl

e Vennovy diagramy, logické funkce a operace

(D) Kontradikce
m Pierceova funkce (NOR)
@[ Inhibice

n Negace (NOT)

|: Inhibice

u Negace (NOT)

@D)| Exkluzivni soucet (XOR)
n Shefferova fce (NAND)

f,=0

f,=(X
f,=(x X
f;=(X
fo=(%-
fs=(%-
fo = (%
f7 - ()_(1 '

')_(2):X1+X2:(X1‘LX2)

2) = (Xl - Xz)

X, + X0 X,) =X,
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| VSechny logické funkce 2 proménnych | &

e Vennovy diagramy, logické funkce a operace
fg = (X X,)

() Identita

n Implikace
‘C. Identita

m Implikace

@D)| Log. soucet (OR)

- Tautologie

(9| Log. soucin (AND)
m Ekvivalence (XNOR)  f, = (X, -
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X, + X X)=(X < X,)
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x|
N
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<
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| Normalni formy — UNDF (SOP) | &

o Term ., ) _ L, S X y Z F(x,y,z)
e Usporadana skupina promennych a 0O 0 O0 O 1
operatorl 1ol o 1 p
e Uplna normalni disjunktni forma 2 0 1 o0 1
(UNDF) 3 0 1 1 0
e Suma soucind (anglicky téz Sum Of 4 1 0 O 1
Products — SOP) 5 1 0 1 0
e TermUm fikdme implikanty (mintermy) 6 1 1 o 1
e (Castecné minimalizovana UNDF 7 1 1 1 0
e Zkracena normalni disjunktni forma
(ZNDF)
e Minimalni mozné resSeni
e Minimalni normalni disjunktni forma
(MNDF) Fx,y,z2)=x-y-z+x-y-z+x-y-z+x-y-z
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| Normalini formy — UNKF (POS) | i

e Soucin sum
e Sepisujeme kombinace vstupnich proméennych, ve kterych nabyva
funkce hodnoty log. 0 s X y F(x,y,2)
. Proménné zapisujeme komplementarné 1
e Uplna normalni konjunktni
forma (UNKF)
e Soucin sum (anglicky
Product Of Sums — POS)
e TermUm zde fikame
implicenty (maxtermy)
o Caste¢n& minimalizovana
e Zkracena normalni
konjunktni forma (ZNKF) F(X.y.2)
e Minimalni reseni =(X+y+2)-(X+y+2)-(X+y+2)-(X+Yy+2)
e Minimalni normalni = (X+2)-(X+2)

konjunktni forma (MNKF) _3

NOoOOUu b, WNERO
= = = = O O O O
= = O O = = O O
= O = O = O O N
O O = O = O
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| Zkraceny zplsob zapisu normalnich forem | &

e Nezkracena UNDF
F(x,y,z2)=x-y-z+Xx-y-z+X-y-z+x-y-z
e Varianty zkrdceného zapisu UNDF
F(x,y,z)=v(0,2,4,6) =1(0,2,4,6) = 2m(0,2,4,6)
e V zavorce jsou uvedeny stavove indexy, pro které nabyva funkce
hodnoty log. 1
e Pred zavorkou mame oznaceni disjunktni formy pomoci operatoru
log. souctu ¢i sumy implikant (m jako minterm)
e Nezkracena UNKF
Fx,y,2)=(x+y+z)-(x+y+z)-(x+y+2z)-(x+y+2)
e Varianty zkrdceného zapisu UNKF

e V zavorce jsou uvedeny stavove indexy, pro které nabyva funkce
hodnoty log. 0

e Pred zavorkou mame oznaceni konjunktni formy pomoci operatoru
log. soucinu ¢i soucinu implicentt (M jako Maxterm).

F(x,v,2)=A(1,3,5,7) = &(1,3,5,7) =TIM(1,3,5,7)
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| NedpIné definované funkce | o

e Pokud log. funkce nabyva pro

v . . - ’ S w X Yy z F
nejakou kombinaci vstupnich 0o ol olol o
promennych neurCené hodnoty X, ' 1 o o o 1 o
pak ji mlzeme interpretovatjako 2 o o 1 o 1
hodnotu log. 1 Ci log. 0 3 0 0 1 1 1

e Toho lze z vyhodou vyuzit pri : g i g : (1)

minimalizaci funkce 6 ol 1 1o X

e Priklad moZného zkréceni UNDF 7 0 1 1 1 x
zapisu neuplne definované funkce 8 1 o0 o0 o 1

9 i 0 0 1 1

10 1 0 1 O 0

F(w,x,3,2)=V(234,68913)+x(712) . 1 | o o .
=1(2,3,4,6,8,9,13)+ x(7,12) 13 1 1 0 1 1
=¥m((2,3,4,6,8,9,13) + x(7,12)) S T o o R I
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| Logické cleny OR, AND a NOT | &

e Definicni tabulk .
Logicky 1 1 1 Logicky n 1 0 1

o Loglcke operace se reaI|zu1| tzv. Ioglckyml cIeny
LT N '\\ 1— N
. .. log. clen OR o0 Oj | 1] . D

. S . : /
FA e P

" .. log. ¢len AND 0_}0 é_}o ?_}O 1_}1

e Chovani log. ¢lent Ize definovat napr. pravdivostni tabulkou
e OR alb !l a+b AND alb | ab NOT
0Ol0!| O olo!l O a not(a)
0|1 1 Ol1!1 O 0 1
10 1 110! O 1 0
1]1] 1 1a] 1| of et 1o
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| Logické ¢leny: Schematické znacky (symboly) | o

e Standard IEEE/ANSI Std 91-1984 e Standard IEC 60617-12

a— a— &
AND ] F(a,b)=a-b AND ] - F(ab)=a-b
a a-— 1
OR o D F(a,b)=a+b OR o —— F(a,b)=a+b
1 —_
NOT a ><y F(a =3 NOT a__ - F(a )=a
a _— a— & _
NAND b } F(a,b)=a-b NAND ] o— F(a,b)=a-b
a _ a— >1 .
NOR ] F(a,b)=a+b NOR ) — F(a,b)=a+b
a a— =1
XOR o :D F(a,b)=a®b XOR ] - F(a,b)=a®b
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| Od logické funkce k elektronickému obvodu |

e Postupnym nahrazenim operaci ve vyrazech za logické
cleny

e Postupujeme od nejvnitrnéjsich operaci (obvykle
komplementy proménnych)

e Vstupy a vystupy log. ¢lenll propojeny skrze vodice

e Spojeni dvou vodicl oznaceno ¢ernym puntikem

e Priklad

ol 1k
a X al_ o
= A b
(a * b) + (Cl * b) —¢ 21 a“b+a'b’
o & ab
13 [ ]
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| Vyuziti axiomd pfi navrhu log. obvodd |

e Neutralita prvkli 0 a 1

a+0=a @a1a) a-1=a @ 1b)

e Z hlediska pripadné realizace logickych obvodl z log. ¢lend
tento axiom rika, ze pricteni log. nuly, resp. vynasobeni log.
jednickou, nezmeni hodnotu promenne

e Uvedenou operaci tedy neni treba realizovat a mizeme tak
usetrit prislusné log. Cleny

a |
0 |

" [
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| Vyuziti axiomd pfi navrhu log. obvodd |

o Zakony komutativni
a+b=b+a 11a) a-b=b-a (1b)

e V pripadé realizace log. obvodt z log. ¢lenll AND a OR je
jedno, na ktery ze vstup(l privedeme prislusnou log.
promennou — jsou symetricke

e Mame tedy volnost pri volbé vstupl prislusnych log. ¢lend,
¢ehoz se s vyhodou vyuziva pri implementaci log. obvodd,
napr. v integrovanych obvodech, na deskach s plosnymi

Sspoji apod.

b a
SIS
b— a—
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| Vyuziti axiomd pfi navrhu log. obvodd |

e Zakony distributivni
a+b-c=(a+b)-(a+c) @Iva)

a-(b+c)=a-b+a-c (IV b)

e \yrazy lze zjednodusSovat eliminaci spoleCné promenneé

e Vidime, ze aplikaci distributivniho zakona mliZzeme usetrit
jeden log. ¢len AND se dvéma vstupy (1/3 log. ¢lenl) a dva
vodice (2/7 vSech vodicl)

5 a— ab
| b
C
C— ac

Navrh dislicovych systémd (INC): Logické obvody I 24



| Dkazy a vyuZiti teorémd | o

e Idempotence

a+a=a (VIa) a-a=a (VIIb)

e Dikaz

e Postupnou aplikaci drive

uvedenych zakond ata=(a+a)-l

=(a+a)-(a+a)
e \Vyznam

, . y =a+a-a
e Ve vyrazech je mozno
zjednodusit vyraz a usetrit =a+0
tak prislusny logicky Clen
=da
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| DUkazy a vyuziti teorémd | o

e AgresivitaOal

a+l1=1 (IXa) a-0=0 (IXDb)
e Dikaz
a+1l=(a+1)-1
=(a+1)-(a+a
e \Vyznam ( )_( )
e Eliminace zbyte¢nych =a+1-a
¢lend _
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| DUkazy a vyuziti teorémd | o

e Absorpce
a+a-b=a (Xa) a-(a+b)=a (Xb)
e Dikaz
a+a-b=a-1+a-b
=a-(1+b)
e \Vyznam
e Eliminace prebytecné =a-1
promenné ve vyrazu _ 4
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| Dkazy a vyuZiti teorémd | o

e Existence jediného komplementu

e Dlkaz

 Predpokladejme, Ze dva prvky X, Yy € B maji vlastnost
komplementu prvku g, tedy:

e Plati (agresivita 0 a 1): X=1-X
a-x=0 a+x=1 X=(a+Yy) X
a-y=0 a+y=1 X=(a-x)+(y-X)
e Plati (zakon distributivni): X=0+(y-X)
X-y=VY-X X=Y-X

o Plati tedy, ze x = y, coz je v rozporu s predpokladem
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| Dkazy a vyuZiti teorémd | o

e DeMorganovy zakony
a+bh=(a'-b) xIa) a-b=(a+h’)" (xib)
(a+b)=a"-b (a-b)'=a+b

e Zobecneéni pro vice promeénnych
(a+b+c+..)'=ab'c'... (a-b-c..)'=a+b+c'+...

e Dtkaz (Uplnou indukci)
a|b|a+b | not(atb) | not(a) | not(b) | not(a).not(b)
0|0 O 1 1 1 1
0|1 1 0 1 0 0
10| 1 0 0 1 0
e Vyuziti 1|1 1 0 0 0 0

e Negace souctu Ize nahradit soucinem negaci, resp. negace
soucinu souctem negaci
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| Dkazy a vyuZiti teorémd | o

e Zakony asociativni
(XIII a) (XIII b)
(a+b)+c=a+(b+c) (a-b)-c=a-(b-c)

o Vyuziti
e Nezalezi na poradi vycislovani operaci log. souctu a soucinu

e Realizace log. operaci i vice proménnych nez dvou mdize byt
provedena pouze s log. cleny se dvéma vstupy

a
bDb_iDﬁ*(b*C) _ o T e
C C
a | — b
[
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| Déikazy a vyuZiti teorém( | o

e Involuce (dvojita negace)

Q|
1
KL

e Dikaz
e Pomoci Uplné indukce

1=0=1 0=1=0
a=0 a=1
e Vyuziti

e Neni treba davat dva invertory za sebe

0%>c1 1%0
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| Dkazy a vyuZiti teorémd | o

e Absorpce negace

a+ab=a+b a-(a+b)=a-b

* Dikaz a+a‘b=(a+a’)-(a+h)
=1-(a+Db)
—a+b
e Vyuziti
e Moznost eliminace prebytecného komplementu proménné ve
vyrazu
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| Dkazy a vyuZiti teorémd | o

e Sousednost (spojovani, adjecency)

a-b+a-b=a (a+b)-(a+b)=a

+ Diikaz a-b+a-b=a-(b+b)
:a'l
e Vyznam -

e Lze eliminovat prebytecné proménné vyskytujici se jak v
primé, tak komplementarni formé ve vyrazu

e Uplatiuje se v radé tzv. minimalizacnich technik (napf.
Karnaughova mapa, metoda Quine-McCluskey atd.)
vypracovanych pro systematické zjednodusovani logickych
vyrazll
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| Switching algebra [C. E. Shannon, 1938] | &

o Ukazuje analogii mezi reprezentaci 0 a 1 ve dvouhodnotové
Booleove algebre a uzavrenymi resp. otevienymi obvody
(sepnutymi resp. rozepnutymi kontakty relé) — diplomova
prace 1936, publikovano 1938

o Definice
e Proménna ,x" reprezentuje spinac Ko
e Hodnota ,0” reprezentuje sepnuty kontakt (teoreticky nulova y=(Q
impedance,): x=0 —e—0—
e Hodnota , 1" reprezentuje rozepnuty kontakt (teoreticky x=1
nekonecné velka impedance): x=1 P A

e Xx=y: pokud je x=0, tak y=0 a pokud je x=1, tak y=1
e Operace OR definuje sériové spojeni dvou proménnych

X y X+y
—0O O 0" O = O O— . )
e Operace AND definuje |:)>(araleln|' spojeni dvou promennych
—O0 N o— X-y
4_0&’0_4* — 3%
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| Switching algebra: Axiomy | o

* (1a) 0-0=0 e (1b) 1+1=1
e Uzavreny obvod (kontakt) e Otevreny obvod (kontakt) v
paralelné s uzavrenym sérii s otevienym obvodem je
obvodem je uzavreny obvod otevreny obvod
e 2a) 1+0=0+1=1 + (2b) 0-1=1.0=0
e Otevfeny obvod v libovolném e Uzavreny obvod v libovolném
poradi v sérii s uzavrenym poradi paraleln€ s otevrenym
obvodem je otevreny obvod obvodem je uzavreny obvod
e 3a) 0+0=0 ¢ 3b) 1-1=1
e Uzavieny obvod v sérii s . OtevvFen}'/ obvod paral_elné S
uzavienym obvodem je otevrenym obvodem je
uzavieny obvod otevreny obvod
* (4)

e \ kazdém okamziku je
bud’ x=0, nebo x=1
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| Switching algebra: Teorémy | o

e Na zakladé axiom{ Ize ukazat, ze plati nasledujici teorémy
(dCkaz napr. Uplnou indukci):

e (1a)x+y=y+x (1 b) xy=y-x

e (2a) x+(y+2)=(x+y)+z (2 b) x:(y-2)=(x"y)z

e (3a)x(y+z)=xy+x:z (3 b) X+y-z=(x+Yy)-(x+2)
* (4a) 1-x=x (4b) 0+x=x

e (5a) 1+x=1 (5 b) 0-x=0

e (6a) x+x =1 (6 b) x:x =0

e (72)0'=1 (7b)17=0

e (8) (x') =x
e De Morgantv teorém (zobecnény pro vice proménnych)
o (X+y+z+..)'=x"ry -z ... (Xyz..) =X+y +z +..
e Shannonlyv teorém — viz dale
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| Shefferova algebra |

e VyuZiva pouze log. funkci NAND — (a-b)’, aTh, a-b
e |ze ukazat, ze pomoci funkce NAND Ize realizovat zakladni
log. Cleny a tedy i veskeré logické funkce
e Plati zakon komutativni (a-b)'=(b-a)
e Neplati zakona asociativni ((a-b)-c)'= (a-(b-c)')’
(a-a)'=a’

1
1 & (a-a)’=a’ _ - & r_ 3 1 5
(a-0y=1 24 | 7b = | p2 = | a
(a-1)'=a' =
(a-b)-1=((a-b))'=a-b - o
(@aybyy=@by=arb 4| pOTE
0], &l ;)— &) an - | asb
o a- b
| ¢ | Py
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| Pfrevod Booleovy algebry na Shefferovu algebru | g

e Vyuziti teorémda:
e Involuce (dvoji negace)
e de Morganovy zakony a -+

e Pro implementaci vyrazu

d ® N
staci pouze cleny NAND b =R e
- =t a"b+a'b’
e Priklad o g e
1 5 [ ]
a-b+a-b
&
d
= = 3| U
=a-b+a-b b L
-1 & :a"b+a'b’
— 1 — &
=a-b-a-b 3 2l Pasy
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| Piercova algebra |

e Vyuziva pouze log. funkci NOR — (a+b)’, alb

o |ze ukazat, ze pomoci funkce NOR lze realizovat zakladni log.
Cleny a tedy i veskeré logické funkce

e Plati zakon komutativni (@a+b)'=(b+a)’

e Neplati zdkona asociativni ((a+b)+c)'= (a+(b+c)')’
(a+a)'=a'
(a+0)y=a ag |~ paray=a _

0 1.,
a_

(a+b)+0=((a+b)')=a+b

: NI a = (a+a)'=a’
(a+a)+(b+b)y=(@+by=ab ¢ | P
1 {54 a =1 a+b =
I S NCEE R ol B
al [T b (b+by=b’
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| Prevod Booleovy algebry na Piercovu algebru | o

e \yuziti teorémda:

y a=a
e Involuce (dvojl negace) B
e de Morganovy zakony a-b=a+b
e Proimplementaci vyrazu | 1]
staci pouze clen NOR b eI
—* & | (@+b)(a+b")
e Priklad 7 et
—_ 1 D [
(@+b)-(a+b)
— y a_E _ Dhli >1
=(@+b)-(a+hb) by o)

" L (@'+b) (a+b")
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| Zegalkinova algebra |

e Pro realizaci libovolné log. funkce vyuziva pouze log. ¢lenl

XOR a AND
o Plati Priklady
a®b=a-b+a-b
ada=1 1=
ad®l=a ] n-a
a®b®(a-b)=a+b o
a®@-b)®l=b®(a-b)®l=a+b - ., - 4
1®b®(a-b)=a+b =a-(b+d)
a-(1®b)=a-b =(a®)-bDdD(b-d))

adbdc=(a®b)®c=ad(bdc)
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| Priklad: Implementace XOR pomoci NAND |

® P\ﬁklad & a

a®b 2 4 O——1 &[ 75

=a-b+a-b &l 4-b-72-b
S X H—
—a-b-a-b b & =a®b

—— & E :)___

a®b O a-b

—a-b+a-b

=0+a-b+0+a-b

—a-a+a-b+b-b+a-b

:a-(a_+5)+b_-(5+a) l & a-a-b

=a-a-b+b-ab 2 AP &| a-a-b-b-a-b

——— 3—+ O—
:a.a.b+b.a.b & —a@b
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| Rozklady logickych funkci | o

e Shannontyv teorém podle vybrané proménné
« UNDF
SO % 0 x ) =X, - f(X,%,,0,X, e X)X SO0 X512, 50 X)) ]
e UNKF
S Xy x, ) =X, + (XX L% e X, 11X + (X150, X 5eees X, )]
e Napr. podle proménne x;
o UNDF (X, Xgm X)) =X+ (0, Xg e X ] H[X - T (L Xp00nes X, )]
o UNKF (X, Xy0or X)) =[X + F (L Xy 0eer, X )] -[% + F(0, %, ,..., X )]
o Plati dualita funkci
f(X, %, X, 0,5, +,)=F(X,%X,...., X, 1,0, -, +)

e Ddlsledek

e Kazdou log. funkci libovolného poctu proménnych Ize
realizovat pomoci zakladnich log. operaci AND, OR a NOT
dvou promennych - superpozice logickych funkci

Navrh cislicovych systém@ (INC): Logické obvody I 43



| Rozklady logickych funkci | o

e Shannonlv teorém - priklad
e Rozklad funkce dle proménné x,

FOX X0 X5) = X0 X - X + X X + X X5 - X F(x=1)=x,-X
=X - (X - Xg) + X - (X, + X, - X5) F(x=0)=X%+X,-X,

e Rozklad funkce dle proménneé x,
P X0, X3) =X+ Xp - Xy + X - X + X - X, - X F(X,=D)=X-X+X
:Xz'(xl')_(s"')_(l)"')_(z'()_(1'X3) f(X2=O)=)_(1' 3

e Rozklad funkce dle proménné x;
XX X5) = X X, - Xy + X X, + X, - X, - X f(X;=1) =X X, +X - X,

= Xg (X X + X X,) + X5 - (X - X, + X, X,)
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| Rozklady logickych funkci | o

e Shannonlv teorém - priklad
e Rozklad funkce dle proménné x,

(XX, X)) =X Xy K+ XX, + X%, %, T =D) =X %
L =X O X)X (X + Ry ) P =0)=%+X; X
1
X Multiplexor
‘e & e e ittt |
1| « | fe=D=x% =
X X ! — I
1o O—3 : & X, - (X, X5) !
: o X; I
& =H T
. 1 :
| :
L X, : X i
@ O— | 1 & !
>1 1 _ |
: T =0)=%+% X X (X + X %),
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| Rozklady logickych funkci | o

e Shannonllv teorém - rozklad podle vice proménnych

e DUsledek

e Kazda log. funkce mize byt implementovana pouze pomoci
multiplexort (podrobné&ji budou probirany pozdéji)

e Poznamka: zvysuje se zpozdéni obvodu

b
S g .

e Priklad | 0 I

e = _Multiplexor_ _ _ _ —
al o | 0-X,+X, - X,
— Yy
| e y a b
1 _l—l— = S
4|1 : DT« °
i — 3

! I—& | S ¢ A+%, x| Y
1 |
| |

F(X X, %) =X - Xy - Xy + X - X, + X - X, - Xy

\
:
AL
l

=X (X, - X3) + X - (X, + X, - X5) X,

=X (0 X+ X, - %) + X, - (X, -1+ X, - X;) X
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| Rozklady logickych funkci | o

e Disjunktni rozklad e Vicenasobny disjunktni
e MnoZiny vstupnich rozklad
promennych jsou vzajemne e Napf. n-bitova scitacka
disjunktni —
 Na podfunkce g‘:_f_T'“ \I\CH
* Napr. R 0L R fo e F
P (%00 %0 %, %) = T5(F,(%, %), 1,(X5.%,)) / b > | %
X, X, // \_0/
X2 X2 fZ ///
Xs f — —> X3 f3 — C--ll /// .l.
D | T .
AT FA L a4
v TF ‘ FA] fo1)
o Iteracni 2l NP
e Typicky vicebitové operace B~ _ b T
na jednobitove Tl v

o Napr.: T(X;,X;, %5, %,) =T, (f5(F,(f,0¢), Xz)) X3):%,)
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| Rozklady logickych funkci | o

e Priklad generovani liché parity

e Disjunktni rozklad na x
odfunkce - stromova struktura
p. - 7 . v 7 X2_ _I_ =1
e Disjunktni iteracni rozklad - X —
kaskadni struktura e
X 2
X5— =1
N I
Xl— =1 y _
=1 7—1 =1
X, =1 =
X3 =1 Xg—
X, =1
X5 =1
X _
xj - | Pooo
X8

Poop (X151 Xg) =X DX, DX DX, DX DX D X, DX
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| Rozklady logickych funkci | o

e Funkcni *

o Nejcastéji se provadi D, %
intuitivné na zakladé ST
znalosti chovani, které D, ey [ R
ma dana funkce mit 5

o Napr. multiplexor Ize e . Ak .
sestavit pomoci i = i
dekodéru 2-4 (1 ze4)s 1E=1_{ 7 v,
povolovacim (datovym) i . :
vstupem E (podrobnosti ! —1H = Y, |
budou uvedeny pozdéji) | |

: &| Ys!
e |
s [ |
i' . |
| |
| |
' |

|
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| Urovné logickych obvod@ (délky logickych vétvi) | g

e Realizace normalnich forem ma tri Urovneé

e Disjunktni

1

e Konjunktni
1 a’

a__o a’
3
l_& ab
be
& ab
bl
L T

e TANT (Three-level And-Not logic

with True inputs)

&

a_o
3
b e E a’+b
_. 7 14
21 rprarh’ & | (@’+b):(a+b")
=t a+b’
bl
LE [

TONT (Three-level Or-Not logic
with True inputs)

>1

a - a’
= | s (4b

b D

3 ,
o 3 N P
b S
_.
&
b’ o
{ & D—l_ (a'b")’

—& >1 . ,
abrat | (@'+b) (a+)

'y >1 3_,— (a+b')
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| Faktorizace logickych funkci | i

e Hledani spolecnych termu s cilem zjednoduseni
implementace log. funkce

e Typicky u funkci s vice vystupy
e DUsledkem mUze byt vétsSi zpozdéni obvodu
e Vyuziva distributivni zakon

A\ 4
e Priklad e e e J)
=
ABiC DIV - Dc ""4}“- 5 .
5 o o0 ol1 o = [ Pocet log. clenu: 10
00 0 1|1 0 Zpozdéni: 3 td
0O 0 1 0|1 O
0O 0 1 1 1 0 L|>0—
01 0 0|1 0 ! Yo LR
0 1 0 1 1 0 Dc
0 1 1 0|1 O
o1 1 1)1 o0 Do
(1 0 0 O|1 O
EERIIE o Pocet log. ¢lend: 5
101 1T =2 Dot ot Zpozdéni: 4 td
Y A | O Ol 1 O ‘
11 0 1|1 0 v
1 1 1 0|1 0 : eerre——
11 1 1o
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| Hradlové struktury |

e Hradlo - logicky ¢len, ktery ma X —
e Vstupni proménné (typicky jedna, napf. X) s | f(Xq,-Xn)
e Ridici promé&nné, napf. vstupy X,,...X, I—
e Vystupni proménna, napr. Y X, X
e Plati bud’
e Hradlo je prlichodné F (X X)) =1=Y = X

e Hradlo je nepriichodné  f(x.,...x,)=0=Y =0
e Nebo (tzv. negujici hradlo) o
e Hradlo je prlichodné f(X,nX,)=1=Y =X
e Hradlo je neprlichodné  f(x,..,X,)=0=Y =1
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| Hradlové struktury

o Elementarni hradla - maji jen jednu proménnou

I fl

e Napr. log. clen XOR resp. XNOR Ize pouzit jako tzv. rizeny invertor —
pokud je ridici vstup 1 resp. 0, pak se hodnota vstupni proménné na
vystupu neguje (generuje jeji jednickovy dopln€k), jinak se nemeéni

X | =1
— X

—

0

X1 &
— 0

—

0

X | >1
— X

—

0

X | =1
X

—

1

X 1 &
— X

—

1

X | >1
— 1

—

1

=1

O— X'

O— 1

—

=1

O— X

1

O— 0
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| RGzné zplsoby realizace a kresleni log. ¢lend | i

e S vyuzitim DeMorganovych zakon{

AND NAND NOR OR
a a a a__ o
b b b (a+b)’ b A a+b

OR NOR NAND AND
b | b | - b - (a-b)’ b - - -
Invertor Sledovac (buffer, transfer log.

hodnot)
1 , 1 1 1

a| "L a _a, a al| [ a a X
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| Aktivni logické Urovné

e Signaly jsou aktivni v log. 1

Signal aktivni | Signal aktivni
v log. 0 vlog. 1
READY- READY+
READY.L READY.H
READY(L) | READY(H)
READY™* READY
READY’ READY
~READY READY
/READY READY
READY_L READY_H
READY READY

I fl

e Signaly jsou aktivni v log. 0

—Jd &

@)

T

—3

e Aktivita signalt se voli dle

potreby

e Lepsi Citelnost schématu

e Technologické dlvody
apod.

e V praxi se pouzivaji rlzné
zpUsoby znaceni aktivnich
log. Urovni, viz tabulka
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| Aktivni logické trovné: PFiklad | o

e Funkce GO je aktivni v e Funkce GO je aktivni v log.1

log.1 e Vstup RDY’ je aktivni v log.0
* Vstupy RDY a REQ jsou e Vstup REQ je aktivni v log.1
aktivni v log.1, resp. log.0 e Realizace pomoci ¢lenu AND
RDY RDY’ a invertoru
—1 ¥|co —J &|Go ,
REQ — REQ’ — RDY
— — —9 %|co
REQ | 1| REQ —
e Funkce GO’ je aktivni v - -
log.0
e Vstupy RDY a REQ jsou e Realizace pomoci ¢lenu NOR
aktivni v log.1, resp. log.0 a invertoru
RDY RDY’ , 1
& , —d & , RDY RDY
e | P2 Req | P2 c & co
— —G REQ
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| Kresleni logickych schémat

e Schémata log. obvodUl je vhodné
kreslit s ohledem na snazsi
pochopeni (analyzu) jejich funkce

e HU(re analyzovatelny obvod A

I fl

&
e Realizovan (z praktickych ddvodi) SEL =
’ . DATA
, pomoci hradel NAI’\ID a invertoru ‘ 1 e —
e |epe analyzovatelny obvod B —
e Je téz realizovan pomoci hradel
NAND a invertoru
e Signaly mezi hradly (vystup - vstup)
jsou kresleny bud’ v negované, nebo
primé podobé (pouziti A 2] aosra
DeMorganovych zaklon() ASEL T oxra
e V kazdém uzlu obvodu vidime, | L|BSEL = ASEL-A+BSEL’A
jakych log. urovni bude signal B SDATA

nabyvat pri aktivnim vystupu
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| Prahova logicka funkce | o

e Definice
e n...pocet logickych proménnych x,, ..., X,
e Kazde logické proménne je prifazena vaha w;, ktera urcuje
vyznamnost dané promenne x; (jeji vliv na vystup)

e Prahova funkce nabyva hodnoty 1, pokud soucet hodnot vah
tech proménnych, jejichz hodnota je 1, je vetsi nebo roven

hodnoté prahu T "
fo=1e> (W x)=T

i=l

e Rad prahové funkce je dan sou¢tem hodnot viech vah

n
N = Zwl.
i=1
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| Prahova logicka funkce

I fl

V7 al|b|c Z(W;rX;) f=1e2(wix)=4
e Priklad 1 0|00 30+20+1-0=0 0
e W,=3, W,=2, W=1 0/0]1]30+20+1-1=1 0
e N=3+2+41=6 0|11]0( 3-0+2-1+1-0=2 0
0[1/1]30+21+1-1=3 0
o T=4 oo 31+2:0+1.0=3 0
_ 1|0]|1|31+2:0+1-1=4 1
f64(3a,2b,c)=a-b -ct+a-b-c+a-b-c [1]1]0]31+21+1.0=5 1
11]1]31+2:1+1-1=6 1

° P\I;I'kla d 2 al|b|c 2(w;x;) f=1&2(wx)22
000/ -1:0+2:0+1.0=0 0
* W,=-1, w,=2, w.=1 001/ -1:0+2:0+1-1=1 0
o N=-1+2+1=2 0|10/ -1:0+42:1+1-0=2 1
. T=2 011 -10+2:1+1-1=3 1
100 |-11+2:0+1:0=-1 0
, L 101/ -1-142:0+1-1=0 0
1 (=a2b,c)=a-b-c+a-b-c+a-b-c[11 0] 11s21+1.0-1 0
1 1]1] -1142:1+1-1=2 1
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| Symetricka prahova logicka funkce |

e Definice
e n...pocet logickych proménnych x,, ..., X,
e VSem logickym proménnym je prirazena vaha w,=1

e Prahova funkce nabyva hodnoty 1, pokud alespon T vstupnich
proménnych je rovno 1

1< Zx > T
e R&d symetrickeé prahove funkce = pocet proménnych n
a|lb|c 2X; f=1&2(wx) 22

V7 O(O0Of[O0] 1-:0+1:0+1-0=0 0
° Prlklad O(O0Of1] 1-:0+1:0+41-1=1 0
e w.=1, w,=1, w=1 0|1]|0]1.0+1-1+1-0=1 0
e N=1+1+1=3 011 10+1-1+1-1=2 1
° T=2 1({0[0] 1-141-:0+1-0=1 0
5 _ _ _ 1 ({01 1-1+41-:0+41-1=2 1
f (a,b,c)=a-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c{1 10 11+1-121.0=2 1
—a-c+b-c+a-b 1111 11+1-1+1-1=3 1
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| Symetricka prahova logicka funkce | o

e Transformace a|b|c 2X; f=1&2(wex)21
, L v 000/ 10+1:0+1:0=0 0
e Prahova funkce na logicky soucet o1 1oit0s111 ;
Fnl(a1,---,an) =a,+a,+...+a, |0|1]|0]10+11+1:0=1 1
01|1]10+11+1:1=2 1
e PHklad 1|00/ 11+1:0+1.0=1 1
wo=1 w.=1 w.=1 101/ 11+1:0+1-1=2 1
a = Th e 11]0]11+1-1+1-0=2 1
N=1+1+1=3 111 11+11411=3 1

=1 f;(a,b,c)=a+b+c

, .y v. a|b|c >Xi f=1oZ(wx)=3
e Prahova funkce na logicky soucin 50 o 10:t.051.020 5
F'(a,.,a)=a-a,-.-a, |0]0]1]10+1:0+11=1 0
0|10/ 10+1-1+1:0=1 0
e Pfiklad 01|1]10+1141:1=2 0
1|00/ 11+1.0+1.0=1 0
Wo=1, Wp=1, W=1 1o 1114104112 0
N=1+1+1=3 11]0]11+1-1+1.0=2 0
T=3 fl(a,b,c)=a-b-c [1]1]1] 114114113 1
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| Majoritni funkce |

o Definice
e n=3...pocet logickych proménnych Xy, ..., X,
e VSem logickym proménnym je prirazena vaha w;=1
e Prahova funkce nabyva hodnoty 1, pokud alespon nadpolovicni
vetsina vstupnich proménnych je rovna 1

e = symetricka prahova funkce licheho radu s prahem 7 _ ”_+1
n
n+1 2
M, =1 x, 2
v =
e Rad majority - pocet proménnychnf a | b | c X, M3=1SZ(W;x)22
° P‘Iil’klad 010]0]| 1-0+1-:0+1-0=0 0
0|01/ 10+1-0+1-1=1 0
e W,=1, w,=1 w-=1
e Noi+1+41=3 0/1(10]{ 1-0+1-141-0=1 0
B B 011/ 10+1-1+1-1=2 1
o T=2 1000/ 1:141.041.0=1 0
M3(a,b,C)
B 1101 11+1-0+1-1=2 1
=a-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c 1|10/ 1-1+1-1+1-0=2 1
—a-bta-c+b-c 1011 11+1-1+1-1=3 1
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| Majorita: Vyuziti pro implementaci log. funkci |

e Priklady
3 v M,(a,a,b) a v
‘ *[=a-a+a-b+a-b b *[ My(a,b,0)
b —a+a-b=a 0 —a-b+a-0+b-0
=a-b
M,(a,a,b) 3 M,(a,b.1)
3 ‘ M —a-a+a-b+a-b b M;[ =a-b+a-1+b-1
b —0+b-(a+a) 1 | | =ab+ra+b
—b-1=b =a-(b+1+Db
=a-+Db
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| Majorita: Vyuziti pro implementaci log. funkci

e Priklad

I fl

> m(35,6,7)=11M (01,2,4)

2X;

M3=1¢>Z(W|'X|)22

1-0+1-0+1-0=0

0

1-0+1-0+1-1=1

1-0+1-1+1:0=1

1-0+1-1+1-1=2

1-141-0+1-0=1

1-141-0+1-1=2

1-1+1-1+4+1:0=2

P | RrRrRR,R|O]OCO]lOC|O|Y
= |, |O|lO|l—Rr|lR|O|O|OT
= Ol |O|l—Rr|lOlFR|O|O

1-1+1-1+1-1=3

PR, |R,[OlFR]|O|O
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